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Wprowadzenie do statystycznych analiz
wielozmiennych*
Czesc 1. Podstawy teoretyczne

An introduction to multivariate statistical analyses
Part I. Theoretical background

Analizy wielocechowe sg coraz szerzej stosowane w badaniach rolniczych. Powszechna dostgpnosé
pakietow statystycznych realizujacych tego typu analizy pozwala na ich powszechne wykorzystywanie.
Problemem staje si¢ wigc umiejgtnosé wlasciwego wykorzystania tych analiz i poprawnej interpretacji
uzyskanych z nich wynikéw. W pracy oméwiono podstawowe poje¢cia analizy wielozmiennej, opisano
wielozmienny model liniowy obserwacji, wielocechowa analiz¢ wariancji, niezbegdne statystyki
testowe a takze wielocechowe metody oceny podobienstwa obiektow.

Stowa kluczowe: analizy wielocechowe, grupowanie wielocechowe obiektow, macierz korelacji,
macierz kowariancji, MANOVA, wielocechowe miary podobienstwa

Multivariate analyses are increasingly used in agricultural research. The widespread availability of
statistical packages pursuing this type of analysis allows for their use. Then, the ability of appropriate
application of the analysis and correct interpretation of its results becomes problematic. The paper
discusses basic concepts of the multivariate analysis, the multivariate model of observations, the
multivariate analysis of variance, the appropriate statistical tests and the multivariate methods for
estimation of the objects’ similarity.

Key words: multivariate analysis, multivariate grouping, correlation matrix, covariance matrix,
MANOVA, multivariate similarity measures

WSTEP

Wielowymiarowy charakter zagadnien stanowigcych przedmiot badan biologiczno-
rolniczych wymaga stosowania w tych badaniach metod wielocechowych. Wynika to

* Praca byla prezentowana w ramach I Warsztatéw Biometrycznych, ktére odbyty si¢ w IHAR-PIB w Radzikowie
w dniach 14-15 wrzes$nia 2010 r.
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ze zlozonosci zjawisk. Badanie poréwnawcze obiektow prowadzone tylko w jednym
aspekcie nie jest wystarczajagce do ich wyjasnienia. Roéwniez badanie poroéwnawcze
obiektéw pod wzgledem wielu cech, ale kazdej rozpatrywanej oddzielnie, nie moze przy-
czyni¢ si¢ do pelnego wyjasnienia zachodzacych zjawisk. Dopiero réwnoczesne uwzgled-
nienie wszystkich obserwowanych cech stanowi¢ moze podstawe do wyciagniecia
adekwatnych wnioskow. Z tych wzgledéw naturalnym postepowaniem w analizie porow-
nawczej obiektéw przyrodniczych wydaje si¢ zastosowanie metod wielozmiennych.

Celem niniejszego opracowania jest przedstawienie jednoczynnikowego wielozmien-
nego modelu liniowego obserwacji i opartej na nim wielozmiennej analizy wariancji
(MANOVA). Analize¢ t¢ poprzedza rozwazania dotyczace obserwacji wielu zmiennych i
korelacji migdzy nimi. Analiz¢ wariancji omowimy dla dwoch najczesciej stosowanych
uktadow eksperymentalnych: ukladu o klasyfikacji pojedynczej i uktadu o klasyfikacji
podwojnej. W tym ostatnim skupimy si¢ na analizie wariancji uktadu dwuczynnikowego z
jedng obserwacja w podklasie, ktora w duzej mierze odpowiada analizie prowadzonej dla
uktadu losowanych blokéw. Prezentowane beda takze mozliwo$ci testowania hipotez
szczegotowych dotyczacych zwlaszcza poréwnan (kontrastdéw) migdzy obiektami.
Omoéwione beda miary wielocechowego podobienstwa obiektdéw, takie jak odlegtosé
Euklidesa i odleglos¢ Mahalanobisa. Wskazemy na mozliwo$¢ badania tzw. mocy
dyskryminacyjnej cech. W celu graficznej prezentacji rozmieszczenia obiektow wielo-
cechowych w nowej przestrzeni, dwu- lub tréjwymiarowej, zasygnalizujemy metody
sktadowych gtéwnych i zmiennych kanonicznych.

W przygotowaniu niniejszego opracowania skorzystano z nastepujacych publikacji:
Calinski (1970), Anderberg (1973), Calinski i Kaczmarek (1973), McKeon (1974),
Calinski 1 in. (1975), Kaczmarek (1975), Ceranka i in. (1975), Calinski i in. (1976),
Morrison (1976), Seber (1984), Krzanowski (1988), Everitt i Dunn (1992), Krzysko
(2000), Sieczko i in. (2004), Srivastava (2004), Wu i in. (2006), Madry (2007) Ukalska i
in. (2007), Kaczmarek i in. (2008), Ukalska i in. (2008).

1. PROBA Z WIELOWYMIAROWE] POPULACIJI O ROZKEADZIE NORMALNYM

Podstawa teorii metod statystycznych jest zatozenie, ze istnieje zbiorowos¢ generalna
elementow rzeczywistych (tzw. populacja generalna), ktorej zbadanie calosci jest
niemozliwe i dlatego dokonywany jest wybor jej mniejszego ale reprezentatywnego
podzbioru zwanego probg. Analizy oparte na okreslonych modelach statystycznych
pozwalajg wycigga¢ wnioski dotyczace populacji generalne;j.

Wezmy pod uwagg wektory n obserwacji p cech w probie reprezentatywnej
rozpatrywanej populacji. Wartosci te mozna zestawi¢ w postaci tzw. nxXp-wymiarowej
macierzy danych:
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Zaktadamy, ze dane te sg obserwacjami p-wymiarowej zmiennej losowej w populacji
generalnej posiadajgcej wielowymiarowy rozklad normalny z wektorem s$rednich p
i nieosobliwg macierza kowariancji X. Wektor $rednich z proby dla jednej (r-tej) cechy
mozna zapisac jako:

n
_ 1
y» = —Z n, (12)
n
h=1
natomiast macierz sum kwadratow i iloczynéow (SSCP — sum of squares and cross-
products) mozna zapisa¢ w postaci:
n
A=f{ay)= {Z (” =50) (5 - 79) } (1.3)
h=1
Wéweczas:
1
= . 1.4
p—] (1.4)

jest macierza oceny kowariancji z proby.
Wspolezynnik korelacji liniowej
Zauwazmy, ze w przypadku dwoch zmiennych yV i 1 macierz kowariancji S mozna

zapisa¢ w postaci:
S Var(y®) Cov(y®,y®@)
 [Cov(y®,y®) var(y®) |
Na podstawie elementow macierzy S mozna obliczy¢ wspolczynnik korelacji

liniowej miedzy tymi zmiennymi, bedacy miarg stopnia wspotzaleznosci liniowej
migdzy nimi. Wspdtczynnik ten ma postacé:

_ Cov(y(l), y(z)) ]
27 | VarG®yvar @)

Dla p zmiennych y, y@ . y® mozna utworzyé macierz wspotczynnikow korelacji
0 postaci:

n

1 n, nz - ",p
21 1 r3 = n
R=[7 } . P (1.5)
pa Tpz Tpz 1
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przy czym rl‘z = rz‘l, T1‘3 = T3_1,...,T1_p = Tp‘l, itd.

2. WIELOZMIENNA ANALIZA WARIANCJI DLA KLASYFIKACJI POJEDYNCZE]J

Rozszerzeniem jednozmiennej analizy wariancji na przypadek p cech jest wielozmienna
analiza wariancji — MANOVA.

Wezmy pod uwage k obiektow o liczebnos$ciach ni(i = 1,2,...,k) obserwowanych pod
wzgledem p cech (n = Y¥ , n;). Przez yl-(jr) oznaczmy obserwacj¢ i-tego obiektu w j-tym
powtdrzeniu (j = 1,2,...,n;) uzyskang dla r-tej cechy (» = 1,2,...,p).

Obserwacje te mozna zestawi¢ w postaci tzw. tablicy danych:

Y, =
Y, (n; X p)
® @ ®
Y = ?(2 gdzie Yoo Yao v Ya 2.1)
: W @
(nxp) Y, yLZ ylZ yL(Zp)
@ @ @
yLTlL yml yml

Obserwacje dla tak zestawionej macierzy danych mozna opisac¢ za pomoca modelu:

v =" + el =u® + ¢ + e, (2.2)

T)

gdzie y( jest j-ta obserwacjg i-tego obiektu dla r-tej cechy, (i=12,..kj=12,. .. n;r

= 1,2,..p); u™ jest srequ ogolnq dla r-tej cechy; oznacza efekt glowny i-tego

obiektu dla r-tej cechy; zase se} btedami eksperymentalnyml dla r-tej cechy.

Zaktadamy, ze Zl 1t ™ = 0 i przyjmujemy te same zalozenia jak w przypadku jednej
cechy. Przyjmujemy zatem zatozenie, ze E(e(r) (T)) = 0 dla (ij) # (ij'). Dodatkowo

u jr
zaktadamy, ze kazda proba Y; sktada si¢ z n; obserwacji p-wymiarowej zmiennej losowej o

wektorze $rednich p;:

o= |uPu® . uP) gdzie  p{” = p® 4 "
i macierzy kowariancji X:
saD 02 .. s0p)
5= PRCED RN ) BN ¢2)
o@D ;2 ... D)

Dla potrzeb testowania przyjmujemy zatozenie, ze obserwacje te dotycza zmiennych o
lacznym wielowymiarowym rozkladzie normalnym.
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Model (2.2) umozliwia przeprowadzenie wielozmiennej analizy wariancji, w ktorej
macierz sum kwadratow i iloczyndéw dla zmiennosci catkowitej, Sg, jest podzielona na
macierz sum kwadratoéw i iloczynow dla obiektow, Sr, 1 macierz sum kwadratow i iloczy-
néw dla btedu, Sg, (tab. 1). Kazdej z tych macierzy odpowiada okreslona liczba stopni
swobody. Macierze sum kwadratow i iloczyndow podzielone przez odpowiadajace im
stopnie swobody nazywaja si¢ macierzami srednich kwadratow i iloczynow.

Tabela 1
Tréjwymiarowa analiza wariancji dla klasyfikacji pojedynczej
Three-dimensional analysis of variance for the one-way classification
. S kwadratéw dl . . . .
Zrodio uma ceadf atow dia Macierz sum kwadratow Stopnie Macierz $rednich
zmiennosci y i iloczynoéw swobody | kwadratow i iloczynow
Sum of squares for
Source of Sum of squares and cross-products | Degrees of | Mean squares and cross-
. treatment . .
variation ] 2 | 3 matrix freedom products matrix
T, T T
Oblekt 11 12 13 S
Object}s/ Ty T2, Ts3 Sr=|Tz1 Toz To3 k-1 M; = P _Tl
g?l gzz ’23'%
Bledy 11 £E12 Eiz Sg
. E E E S; = |E E E. n—k M. =
Residuals 11 22 33 E 21 L2z B3 E —
By Ey Es nok
Razem Gy1 Giz Gi3]
Total Giq Gz Gs3 S =|[Ga1 G2 Gz n—1
Gz Gz, Gz

W celu przeprowadzenia analizy wariancji opartej na modelu (2.2) wprowadzmy
nastepujace oznaczenia:

— YL-@ = Zﬁl yl-(jr) — jest suma obserwacji i-tego obiektu dla r-tej cechy,

—(r) _ 1, . , .. . .
— ¥ = Y;" " — jest srednig i-tego obiektu dla r-tej cechy,
— Y™ = k. Yi@— jest sumg wszystkich obserwacji dla r-tej cechy,

— 5™ = %Y__(r) — jest $rednig ogolng dla r-tej cechy (n = ni+ na + ... ny).

Woéweczas sktadowe macierzy sum kwadratow i iloczyndw S¢ dla zmiennosci catkowitej
wyliczamy ze wzoru:
kM

1
— ),
Grs = z Yij Yij — EY.(T)Y.(S) )
i=1j=1
dla macierzy sum kwadratow i iloczynow dla obiektow, Sz, ze wzoru:

M)y, (s) (1)y,S(s) (M), (s) ™y (s)
Y Y. Y)Y Y, Y, Y\wy
T, = Lo 2 t2 Tk TR e Tl

)

ny n, ny n

a dla macierzy sum kwadratow i iloczynoéw dla biedu, Sg, ze wzoru:
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L MOMONEONO! y@y®

k
Ezy(r) @ _ o 2 ke ke ’
ny n; ng

i=1j=1

gdzier,s=1,2,...p.

3. WIELOZMIENNA ANALIZA WARIANCIJI DLA KLASYFIKACJI PODWOJNE] Z JEDNA
OBSERWACJA W PODKLASIE

Oprocz eksperymentdw, w ktdrych badany jest wptyw jednego czynnika na zmienne
wynikowe, spotyka si¢ czgsto eksperymenty bardziej zlozone, a mianowicie takie,
w ktorych badany jest wptyw dwodch lub wickszej liczby czynnikow. Jezeli w ekspery-
mencie dziatajg dwa czynniki rownoczesnie na wielu poziomach, to obserwacje sklasyfi-
kowane sg wedtug dwoch kryteriow, czyli tworzg klasyfikacje podwdjng. Mozna przy tym
rozrozni¢ modele z jedng i wieloma obserwacjami w podklasie. Obecnie zajmiemy si¢
analizg wariancji wielu cech dla klasyfikacji podwdjnej z jedna obserwacjg w podklasie.

Zatozmy, ze wszystkie badane obiekty (poziomy) czynnika A 1 wszystkie obiekty
(poziomy) czynnika B opisane sa za pomoca p roznych zmiennych (cech). Rozwazamy zatem
sytuacje, w ktorej n =a-b p-wymiarowych obserwacji sklasyfikowano wedtug przynaleznosci
do jednego z a pozioméw czynnika 4 i jednego z b poziomdéw czynnika B.

Obserwacje te mozna zestawi¢ w postaci (abxp)-wymiarowej macierzy danych:

'yfi) yff) ]
yl(i) yfﬁ) :yfﬁ)
yz(i) yz(f) ey
Y=l yz(? :yz“ﬁ) :
y;?_ W A
Vep yé? :yi’é)

Model matematyczny dla yl i czyli obserwacji i-tego poziomu czynnika A (i=1,2,...,a)
oraz j-tego poziomu czynnika B (j = 1,2,...,b) dotyczacej r-tej cechy (r = 1,2,...,p), mozna
przedstawi¢ w postaci:

yl(]r) =u® + ocl-(r) + ,8]-(” + ef]r) ) (3.1)
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gdzie: uMjest érednig 0godlng dla r-tej cechy, ocl-(r) jest efektem i-tego poziomu czynnika

A dla r-tej cechy,,B}r) jest efektem j-tego poziomu czynnika B dla r-tej cechy, ei(jr) s

btedami eksperymentalnymi dla r-tej cechy.
(r)

Podobnie jak w przypadku modelu (2.2) zakladamy, ze zmienne losowe y; )i

lezne i posiadaja rozktad normalny oraz, ze wariancja wszystkichyi(jr) jest jednakowa.

a b
Zai(r) = Zﬂj(r) =0.
=1

i=1

s3 nieza-

Zaktadamy ponadto, ze:

Stosujac metode najmniejszych kwadratdéw mozna uzyska¢ estymatory parametréw
modelu: 4 = 5©; CAIL-(T) = }7i(,r) AR j(r) = }7_5'r) AR

Model (3.1) umozliwia przeprowadzenie wielozmiennej analizy wariancji. Jesli w
modelu (3.1) przyjmiemy, ze 8 j(r) jest efektem j-tego bloku dla r-tej cechy to moze on by¢

modelem obserwacji dla uktadu losowanych blokéw.

4. TESTOWANIE HIPOTEZ W OGOLNYM WIELOZMIENNYM MODELU LINIOWYM

Testowanie hipotezy ogélnej

Wezmy pod uwage ogolny wielozmienny model liniowy analizy wariancji dla danych
z do$§wiadczenia, w ktorym k obiektow obserwowanych jest pod wzgledem p cech a liczba
wszystkich obserwacji wynosi .

Stosujac symbolike macierzowa model ten mozna zapisa¢ w postaci:

Y=XT+E, (4.1)

gdzie: Y = {yp,-}jest (n X p)-wymiarowa macierzg obserwacji, X = {x;} jest (n X k)-

wymiarowg macierzg uktadu, rzgdu <n-—p,w ktorej elementy sg stalymi

wspotczynnikami, T = {t;,.} jest (k X p)-wymiarowg macierza nieznanych parametrow

okreslajacych efekty dziatania czynnikéw kontrolowanych w doswiadczeniu na

wystepujace zmienne, E = {ep,.} jest (n X p)-wymiarowa macierza bledéw losowych, (i =

1,2,k h=12,...n;r=12,...p) .

Tak sformutowany model pozwala na weryfikacje nastepujacej hipotezy ogodlnej:

Hy:CTM =0, (4.2)

gdzie: macierz C o g wierszach i k kolumnach okresla tres¢ hipotezy dotyczacej kombinacji
liniowych wierszy macierzy parametrow T (jest rzgdu g), a macierz M o p wierszach i u
kolumnach okresla tre$¢ hipotezy dotyczacg kombinacji liniowych kolumn macierzy
T (jest rzedu u).

Do testowania hipotezy ogolnej Hy, stosowane sg nast¢pujace statystyki testowe oparte
na macierzach sum kwadratow i iloczynow, Sy (dla hipotezy) i Sg (dla bledu):
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— statystyka Roya wykorzystujgca maksymalng warto$¢ wtasng iloczynu macierzy
S 'S
— statystyka Hotellinga-Lawleya T2, wykorzystujaca $lad iloczynu macierzy SglSy
pomnozony przez liczbe stopni swobody dla bledu,
— iloraz wiarogodnosci A Wilksa, bedgcy ilorazem wyznacznikow macierzy |Sg| i
ISg + Skl
— §lad Pillaia tj. $lad iloczynu (Sg + Sy) 1Sy
W przypadku analizy jednozmiennej wszystkie powyzsze statystyki testowe mozna
sprowadzi¢ do statystyki F, natomiast w przypadku analizy wielozmiennej kazda ze
statystyk (a) — (d) daje zwykle rézne przyblizenie statystyki F, z wyjatkiem sytuacji gdy g
= 1. W praktyce nalezy oczekiwaé, ze jesli zalozenia modelu sg w znacznym stopniu
spetnione i jesli ktoras ze statystyk testowych w analizie wielozmiennej wyraznie odrzuca
hipoteze Hy, to pozostate statystyki rowniez ja odrzuca.
Przydatne w praktyce moga by¢ przeksztalcenia tych statystyk do statystyki F. Dla
statystyk (b) i (c) przedstawiaja si¢ one nastepujaco:
Ad (b): Do statystyki Hotellinga-Lawleya zastosowanie ma przeksztalcenie McKeona
(1974) postaci:

1
Eélad (SE Sy~ Fup (4.3)

gdzie: a = umu; b =4+ (a +2)/(d - 1); c = a(b - 2)/[b(mg —u —1)]; d = (meg + my — u —
) (mg — 1)/[meg — u — 3)(me — u)], przy czym mpyi mg oznaczajg liczby stopni swobody
odpowiednio dla hipotezy i dla btgdu. Przedstawiona statystyka ma doktadnie rozktad F,
gdy mpy=1.
Ad (c): Do statystyki Wilksa stosowa¢ mozna przeksztalcenie postaci:
1— AYY dw —z

F= AL/w ' umy, ~lumpy;dw—2z »

. uZmé— 4 1 umy -2 T
gdzie: w = ’WH;,-; d=mg—sWu—-—my+1),z= I; (pamietajac, ze my= g).
Przeksztatcona statystyka ma doktadnie rozktad F, gdy u lub myjest rowne 1 lub 2.

(4.4)

Testowanie hipotez szczegélowych

Odrzucenie wielozmiennej hipotezy liniowej Hoo pociaga za sobg zwykle indywidualne
sprawdzanie hipotez szczegoétowych. Interesujace moga by¢ zaréwno indywidualne
kombinacje liniowe kolumn macierzy parametrow T,jak rowniez indywidualne
kombinacje liniowe wierszy macierzy T, a takze indywidualne kombinacje rownoczes$nie
kolumn i wierszy macierzy T. Weryfikowane moga by¢ nastepujgce hipotezy szczegotowe:
— a)hipoteza dotyczaca pojedynczej kombinacji liniowej kolumn macierzy CT postaci:

Hy : CTm; =0,1=1.2,..,u"

. SSH . , .
testowana za pomocg statystyki F = %Tm i porownywana z warto$cig krytyczng
H El

Fa;mH,mEa
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— b)hipoteza dotyczaca pojedynczej kombinacji liniowej wierszy macierzy TM postaci:
Hpg: g TM =0,f =1.2,.., 9"

. —u+1
testowana za pomocg statystyki F = Me—ur?

krytyczna Fo,ymg-u+1,
— ¢) hipoteza dotyczaca pojedynczej kombinacji liniowej wierszy i rownoczesnie kolumn
macierzy T postaci:

slad (SE}SH,f) 1 porownywana z warto$cig

Hp; 2 ¢t Tmy = 0,

. SSuf - . s
testowang za pomocg statystyki F = mg ss_Hﬂ i porbwnywana z warto$cig krytyczng
E fl

Foc;l,mE-

Badanie mocy dyskryminacyjnej zmiennych

W analizie doswiadczenia wielocechowego mozemy by¢ zainteresowani badaniem
mocy dyskryminacyjnej dowolnego podzbioru zmiennych, rozpatrywanej z uwagi na
pewng hipotez¢ H. Przez moc dyskryminacyjng zmiennych bedziemy tu rozumieli ich
udziat w odrzucaniu hipotezy H.

Dla okreslenia mocy dyskryminacyjnej zmiennych mozemy postuzy¢ si¢ statystyka
warunkowg Wilksa postaci:
Asit
A¢

Agje = 4.5)
gdzie:Ag,; jest statystykg Wilksa zbudowang dla wszystkich p = s + ¢ zmiennych,
natomiast A, jest takg statystyka zbudowana dla ustalonych ¢ (<p) zmiennych, ktérych
wplyw chcemy wyeliminowac.
Przeksztalcenie statystyki As w funkcje testowa /' mozna zapisa¢ w postaci:
t

1 _Al/w dw —

_ s/t w—=2Zz
F= i um, (4.6)

s/t H

przy czym wielkosci u, my, d, w, z zostaty okreslone w statystykach (4.3) 1 (4.4).

Przyjmujac s = 1 mozemy za pomocg statystyki (4.6) zbada¢ moc dyskryminacyjng
jednej zmiennej przy p—1 zmiennych ustalonych. Przeprowadzajgc to badanie dla kazdej
zmiennej mozemy wyeliminowac z dalszej analizy zmienne najstabiej dyskryminujace.

5. MIARY WIELOCECHOWEGO PODOBIENSTWA OBIEKTOW

Populacja wielocechowa, czyli populacja ktorej elementy sg scharakteryzowane przez
wiele cech, moze by¢ matematycznie okre$lona przez wektor $rednich p oraz macierz
wariancji i kowariancji znang jako macierz kowariancji y..

Wezmy pod uwage doswiadczenie, w ktorym kazdy z k obiektow jest replikowany n;
razy (i = 1,2,...,k) i obserwowany pod wzgledem p cech (r=1,2,...,p). Zapiszmy wektory
srednich dla obiektow i oraz j (i#) = 1,2,...,k w postaci:
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_(1) y](l)

~ -<z> —(2)

Vi = Y Nt (5.1)
_() _
p y](p)

gdzie: yi(” ()7]-(r)) sg Srednimi obiektu i (obiektu j) cechy r (r=1,2,...,p).

Punkty reprezentowane przez wektory o p sktadowych (p $rednich obiektowych) moga
by¢ przedstawione jako punkty w przestrzeni p-wymiarowej. Geometrycznie odleglos¢
miedzy tymi punktami, czyli migdzy obiektami i i j mozna okres$li¢ za pomoca odlegtosci

Euklidesa dj; postaci:
[2 S _ —(r>

Ten sposob wyrazenia podobienstwa obiektow ma jednak powazne ograniczenie
wynikajace z catkowitej ignorancji korelacji mi¢dzy badanymi cechami. Fakt ten sprawia,
ze odleglto$¢ Euklidesa moze by¢ wykorzystywana jako miara wiclocechowego
podobienstwa obiektow jedynie w przypadku cech w pelni niezaleznych.

Z tych wzgledow jako miarg wielocechowego podobienstwa obiektow bezpieczniej
przyja¢ uogoélniong odlegto§¢ Mahalanobisa. Jej kwadrat mozna zapisa¢ w postaci
nastepujacej formy kwadratowe;:

D% = (F:-9) T~ ¥)) = 5 — ¥) Mz* (7. - ¥)) (53)
gdzie: Mz ! jest odwrotno$cia oszacowanej macierzy kowariancji (odwrotno$cia macierzy
srednich kwadratow i iloczynow dla btedu w wielozmiennej analizie wariancji), a wektory
yiiy; zostaly zdefiniowane w (5.1).

Dla weryfikacji hipotezy orzekajacej, ze oba obickty maja takie same $rednie, czyli, ze
odlegltos¢ migdzy nimi wynosi zero moZna zastosowac nastepujaca ,,odleglos¢ krytyczng™:

D2 = Pe g
- - ﬁ a;pmg—p+1 (5-4)

1
7
G LEJ. (5.2)

gdzie: n; (nj) sa liczbami replikacji dla i-tego (j-tego) obiektu (patrz uktad catkowicie
losowy), p oznacza liczbe cech, mz jest liczbg stopni swobody odpowiadajgcych macierzy
Sk, @ Fupmg—p+1 jest wartoscig krytyczng odczytang z tablic Fishera-Snedecora na
poziomie istotnosci a dla p i mg —p +1 stopni swobody.

Dla uktadu losowanych blokdw, czyli w sytuacji gdy liczba replikacji kazdego obiektu
jest rowna liczbie blokow b, odlegtos$¢ krytyczna D, przyjmuje postac:

Dz _ zme
2=

b(my —p 1 1) @pme-p+1: (5.5)
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Powyzsze testowanie mozna przeprowadzi¢ przy zatozeniu istnienia wspolnej macierzy
kowariancji oraz faktu, ze tgczny rozktad obserwowanych p zmiennych jest normalny.

6. GRUPOWANIE OBIEKTOW WIELOCECHOWYCH

Analiza wariancji wynikéw doswiadczenia, ktérego obiekty obserwowane sg pod
wzgledem okreslonych cech (zmiennych) konczy si¢ z reguly testowaniem hipotezy o
rownosci jedno- lub wielocechowych $rednich obiektowych. Odrzucenie tej hipotezy nie
daje jeszcze informacji o tym, ktore z badanych obiektow roéznig si¢ migdzy sobg istotnie,
a miedzy ktorymi roznice te nie sg istotne. Procedury obliczeniowe i pakiety statystyczne
dotyczace analizy doswiadczen wielocechowych rzadko uwzgledniaja potrzebe
grupowania obiektow. Zawarte w nich metody wieloimienne, takie jak analiza sktadowych
glownych, czy tez analiza zmiennych kanonicznych (Calinski i in., 1975) umozliwiajg co
prawda znalezienie graficznych obrazoéw rozmieszczenia obiektow na plaszczyznie,
pozwalaja nawet wyznaczy¢ pewne ich skupienia, jednakze nie dokonujg formalnego i
obiektywnego podzialu obiektow na grupy w maksymalnym stopniu wewnetrznie
jednorodne pod wzgledem badanego zespotu cech. Réwniez odleglo$ci Mahalanobisa, a
takze odlegtosci Euklidesa stanowiag co najwyzej podstawe do wykreslenia dendrogramu
lub dendrytu najkrotszych potaczen mimo, ze uznawane s3 czgsto za miarg
wielocechowego podobienstwa obiektow.

W latach siedemdziesiatych i osiemdziesigtych zaproponowano wiele metod staty-
stycznych i procedur obliczeniowych grupowania obiektow wielocechowych, lecz nie
znalazty one czgstego wykorzystania w praktyce. Jedng z propozycji grupowania obiektow
opartg na analizie skupien jest metoda wykorzystujaca odlegto§ci Mahalanobisa oraz
odlegtosci krytyczne. W metodzie tej, grupujacej obiekty o wielowymiarowych rozktadach
normalnych ze wspodlna macierza kowariancji, odleglos¢ Mahalanobisa jest traktowana
jako miara podobienstwa migdzy dwoma obiektami. Metoda moze by¢ stosowana zaréwno
dla obiektow jednocechowych, jak i wielocechowych. Dla obu sytuacji obowigzuje to samo
kryterium grupowania obiektéw. Proces tworzenia grup jednorodnych trwa do momentu,
w ktorym kwadrat najmniejszej odleglo$ci migdzy grupami obiektdw, min D? bedzie
wigkszy od kwadratu odlegtosci krytycznej DZ.

PODSUMOWANIE

Omoéwione w niniejszej pracy zagadnienia mozna uzna¢ za podstawy analiz
wielocechowych. Od niedawna analizy te stajg si¢ coraz bardziej popularne w badaniach
rolniczych, genetyce i hodowli roslin. Staje si¢ tak z racji powszechnej dostepnosci
pakietow statystycznych wyposazonych w narze¢dzia i analizy dla danych wielocechowych,
oraz z racji mozliwo$ci obliczeniowych wspolczesnych komputeréw. Powszechna
dostepnos$¢ wielocechowych metod analizy danych niestety czesto nie idzie w parze
z umiejetnoscig poprawnego przeprowadzenia takich analiz 1 wilasciwa interpretacja
uzyskanych wynikoéw. Dlatego tez niezmiernie waznym jest by zrozumie¢ podstawy tych
analiz, gdyz to pozwala na wlasciwe ich przeprowadzenie i poprawne wnioskowanie.
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