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Propozycja metody grupowania obiektow jedno-
1 wielocechowych z zastosowaniem odlegtosci
Mahalanobisa 1 analizy skupien

A proposed method for grouping uni- and multivariate treatments using
Mahalanobis distance and cluster analysis

Praca zawiera propozycj¢ metody grupowania wielocechowych obiektéw o rozktadach normalnych
ze wspolng macierza kowariancji. Metoda ta jest stosowana w analizie skupien iwykorzystuje
odleglosci Mahalanobisa jako miarg podobienstwa dwoch obiektow. Grupowanie polega na taczeniu
obiektow najbardziej do siebie podobnych, czyli takich migdzy ktorymi odleglo$¢ Mahalamnobisa jest
najmniejsza. Jako kryterium zastopowania procesu grupowania, zar6wno w przypadku obiektow
wielocechowych jak ijednocechowych, przyjeto ,najmniejsza istotng odleglto$¢” wyznaczona
kazdorazowo dla porownywanych obiektow. Prezentowana metoda jest zilustrowana przykladem
numerycznym grupowania linii DH rzepaku ozimego.

Stowa kluczowe: ANOVA, MANOVA, analiza skupien, grupowanie obiektow, najmniejsza istotna
odlegtos¢, odlegtos¢ Mahalanobisa

A method for grouping the multivariate normal treatments with common covariance matrix is
proposed. The method is applicable in cluster analysis and utilizes the Mahalanobis distance as a
of measure similarity of two treatments. It is based on the successive merging of two most similar
samples taken from the treatments in the sense of minimal distance between them. The “least significant
distance” is used as the criterion to determine a stopping rule for the grouping uni- and multivariate
treatments. A numerical example from the winter oilseed rape data is included to illustrate the proposed
method.

Key words: ANOVA, MANOVA, cluster analysis, grouping of treatments, least significant
distance, Mahalanobis distance

WSTEP

Analiza wariancji wynikéw dos$wiadczenia, ktorego obiekty obserwowane sg pod
wzgledem okreSlonych zmiennych (cech) konczy si¢ zreguly testowaniem hipotezy
o rownosci jedno - lub wielocechowych $rednich obiektowych. Odrzucenie tej hipotezy nie
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daje jeszcze zadnej informacji o tym, ktore z badanych obiektow roznig si¢ migdzy soba
istotnie, a migdzy ktorymi roznice te nie sg istotne. Testowanie hipotez ogdlnych
i implikowanych przez nie hipotez szczegotowych omawiane jest w pracach wielu
autorow, miedzy innymi przez Gabriela (1968), Calinskiego i Kaczmarka (1973),
Calinskiego i wsp. (1976, 1979), Morrisona (1976), Mardi¢ i wsp. (1979) oraz Sebera
(1984). Jednymi z najczeSciej stosowanych w praktyce metod poréwnan wielokrotnych
w jednozmiennej analizie wariancji (ANOVA) sa: test Duncana, Dunnetta, Newmana-
Keulsa, Scheffego, test F, test t oraz test Tukeya. W wielozmiennej analizie wariancji
(MANOVA) stosowane sg rozne testy do weryfikacji hipotez: pierwiastek maksymalny
Roya, slad Lawleya-Hottelinga, iloraz wiarogodnosci Wilksa oraz $lad Pillaia. Testy te
wykorzystywane sa w wielu programach i pakietach statystycznych. Znacznie rzadziej
przedstawiane s3 1istosowane w programach obliczeniowych metody grupowania
obiektow. O ile jeszcze wyrdznianie grup jednorodnych w przypadku jednej cechy mozna
niekiedy znalez¢ w niektorych programach komputerowych (Gabriel 1964; Harabasz
i Wisniewski 1984), to juz procedury obliczeniowe i pakiety statystyczne dotyczace
analizy doswiadczen wielocechowych rzadko uwzgledniaja potrzebe grupowania
obiektow. Zawarte w nich metody wielozmienne takie jak analiza sktadowych gtownych
czy tez analiza zmiennych kanonicznych (Calinski iin., 1975) umozliwiaja co prawda
znalezienie graficznych obrazow rozmieszczenia obiektow na plaszczyznie, pozwalaja
nawet wyznaczy¢ pewne ich skupienia, jednakze nie dokonujg formalnego i obiektywnego
podziatu obiektow na grupy w maksymalnym stopniu wewnetrznie jednorodne pod
wzgledem badanego zespolu cech. Réwniez odlegtosci Mahalanobisa a takze odleglosci
Euklidesa stanowia co najwyzej podstawe wykreslenia dendrogramu lub dendrytu
najkrotszych potaczen mimo ze uznawane sa czesto za miarg wielocechowego
podobienstwa obiektéw (Calinski, Kaczmarek, 1969, 1973; Madry, Kubicka, 1988).

W latach siedemdziesiatych i osiemdziesiatych zaproponowano co prawda wiele metod
statystycznych i procedur obliczeniowych grupowania obiektow wielocechowych (Mc
Queen, 1966; Lance i Williams, 1967; Calinski, 1969; Karonski, 1971; Calinski i Harabasz,
1974; Harabasz i Karonski, 1977; Chudzik i Karonski, 1979; Karonski i Calinski, 1979)
lecz nie znalazly one czestego wykorzystania w praktyce.

W niniejszej pracy przedstawimy propozycje metody grupowania obiektow opartej na
analizie skupien. W metodzie tej, grupujacej obiekty o wielowymiarowych rozktadach
normalnych ze wspolng macierzg kowariancji, wykorzystana bedzie odleglosé
Mahalanobisa jako miara podobienstwa migdzy dwoma obiektami. Metoda moze by¢
stosowana zaréwno dla obiektow jednocechowych, jak i wielocechowych. Dla obu sytuacji
obowigzywac bedzie takze to samo kryterium podziatu na roztaczne grupy jednorodne.

2. METODA

Wezmy pod uwage doswiadczenie, w ktorym kazdy z & obiektow jest replikowany #;
razy (i = 1,2,...,k) i obserwowany pod wzglgdem p cech (/ = 1,2,...,p). Zapiszmy wektory
srednich z powtorzen dla i-tego oraz j-tego obiektu (i = 1,2,...,k) w postaci:
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Vi Vi

_ Vel Y

yo=" 7Ly =7 (1)
yiﬂ yjp

gdzie y;, (¥, ) sa srednimi i-tego (j-tego) obiektu dla /-tej cechy (/= 1,2,...,p).

2.1. Grupowanie obiektéw wielocechowych (p > 1)

Jesli jako miar¢ wielocechowego podobienistwa obiektu i-tego zj-tym przyjmiemy
uogodlniong odlegtos¢ Mahalanobisa (Calinski, Kaczmarek, 1969), to jej kwadrat mozna
zapisa¢ w postaci nastepujacej formy kwadratowej

D=7 -5,)8!(F -7, 2)

gdzie S¢! jest odwrotno$cia macierzy $rednich kwadratow iiloczynow dla bledu
w wielozmienne;j analizie wariancji a wektory y, 1 y; zostaly zdefiniowane w (1).

Dla weryfikacji hipotezy orzekajacej, ze oba obiekty maja takie same p-cechowe
wektory $rednich, czyli, ze odleglos¢ migdzy nimi wynosi zero, mozna zastosowaé
nastepujaca ,,odlegtos$¢ krytyczng” (Morrison, 1976; Camussi i in., 1985)

I 1 pu,

D*=| —+—| "< F 3)
a a;pv,—p+l?
n, n;ju,—p-1
gdzie n;i (n;) sa liczbami replikacji dla i-tego (j-tego) obiektu, p oznacza liczbg cech, v,

jest liczba stopni swobody dla macierzy S, a Fa,‘p,uﬁ—p .1 Jest wartoscia krytyczna

odczytang z tablic rozktadu F Fishera-Snedecora na poziomie istotnosci o dla p i v-p+1

stopni swobody. Testowanie to mozna przeprowadzi¢ przy zatozeniu istnienia wspdlnej
macierzy kowariancji oraz faktu, ze taczny rozktad obserwowanych p zmiennych jest
normalny. Proponowana metoda grupowania polega¢ bedzie na laczeniu obiektow
najbardziej podobnych ,krok za krokiem” ikazdorazowym poréwnywaniu kwadratu
odleglosci Mahalanobisa, najkrotszej w aktualnym zbiorze obiektow, z odlegloscia
krytyczng D?,.

2.2. Grupowanie obiektéw jednocechowych (p =1)

W przypadku jednej /-tej cechy odlegtos¢ Mahalanobisa zdefiniowang w (2) mozna dla

pary $rednich obiektowych y; oraz y; zapisa¢ nastgpujaco:

(yil _yjl)z
MS

€

D; = (yil —yﬂ)(MSe)_l (yil _yjl) = > 4)
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gdzie MS. jest srednim kwadratem dla bledu wyznaczonym dla /-tej cechy w ANOVA.
Odlegtos¢ krytyczna ze wzoru (3) przyjmie teraz postac
1 1
Dozz: —+t— Fa‘lu' (5)

L J

Jezeli D*>D?, to odrzucamy na poziomie istotno$ci o hipoteze, ze odleglo$é miedzy i-
tym oraz j-tym obiektem jest rowna zero, czyli hipoteze¢ mowiaca, ze obiekty i-ty oraz j-ty
nie roznig si¢ pod wzgledem Sredniej /-tej cechy. Zauwazmy, ze istnieje w tym przypadku
petna zgodno$¢ nierownosci miedzy D%; i D%, czyli nierdbwnosci

- =32
(Va yjl) - i.,.L F.
MS n on, | F

e i J

(6)

z testem F dla weryfikacji hipotezy dotyczacej kontrastu miedzy i-tym oraz j-tym
obiektem pod wzgledem /-tej cechy, ktdrego ocena jest r6znicg migdzy $rednimi y, oraz

Y ;- Kontrast ten jest istotny na poziomie o jesli

2
Fer W g
(*+MS,
2.3. Przebieg procesu grupowania obiektow
Proponowana metoda analizy skupien k obiektow wielocechowych lub jedno-
cechowych przyjmuje jako punkt wyjscia tablicg odlegtosci Mahalanobisa wyznaczonych
dla wszystkich mozliwych par tych obiektow. Jej przebieg jest nastepujacy:
— 1. Znajdujemy najmniejszg odlegto$¢ Mahalanobisa, min D?; miedzy dwoma
obiektami i poréwnujemy ja z odlegloscig krytyczng D?,.
— 2. Jezeli:
min D%, < D?,., (7)

dokonujemy potgczenia tych obiektow w jeden obiekt tgczny zawierajacy obserwacje
obu polaczonych obiektow i orazj.
Realizacja metody w punktach 1-2 prowadzi do zmniejszenia liczby obiektéw z k do .-

1, czyli podziatu £ obiektow na k-1 grup.

— 3. Uaktualniamy tablice odleglosci Mahalanobisa poprzez rezygnacje z odleglosci
obiektow ioraz j zpozostalymi i wprowadzenie wyliczonych odleglosci migdzy
nowym obiektem tacznym o liczbie replikacji n; + n;j a pozostatymi obiektami.

— 4. Wracamy do punktu (1) znajdujac dla k-1 obiektow najmniejszg odleglosé
Mahalanobisa i poréwnujac ja z odleglo$cia krytyczng D?,.

— 5. Proces tworzenia grup jednorodnych trwa do momentu, w ktorym min D> D?,, czyli
do momentu, w ktorym nieréwnos¢ (7) nie zachodzi. Wystapienie tej nierownosci
oznacza zakonczenie procesu grupowania i przyjecie oprocz dotychczas utworzonych
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grup obiektow, jednoelementowych grup zawierajacych obiekty do tego momentu
niepogrupowane.

3. PRZYKELAD I DYSKUSJA

W celu zobrazowania przebiegu grupowania wedlug proponowanej metody wzigto
fragment wynikow doswiadczenia linia X tester z rzepakiem ozimym z 7 liniami DH, 4
testerami 128 mieszancami F; przeprowadzonego w uktadzie losowanych blokoéw w3
powtorzeniach na Polu Doswiadczalnym w Cerekwicy k/Poznania. Wybrany fragment
danych dotyczy 7 linii DH obserwowanych pod wzgledem 4 cech: dlugosci tuszczyny,
liczby nasion w tuszczynie, masy tysigca nasion i zawartos$ci tluszczu w oleju nasion.
Srednie wartosci tych cech dla poszczegélnych linii zawiera tabela 1.

Tabela 1
Srednie wartosci linii DH rzepaku ozimego dla poszczegolnych cech
Mean values of DH lines of winter rape for individual traits

Linia DH Dtugos¢ tuszezyny Liczba nasion MTN Zawartos¢ tluszczu
DH line Length of seeds w tuszczynie TSW Oil content
i=) silique (cm) Number of per silique (g) (%)
1 9,2 25,1 4,7 44,3
2 7,7 19,1 5,1 44,6
3 7,7 25,6 4,6 44,0
4 72 17,3 53 44,0
5 7,6 19,7 4,6 45,5
6 9,8 27,0 4,7 43,9
7 9,0 22,9 4,6 43,9

3.1 Grupowanie obiektéw wielocechowych

W wyniku przeprowadzonej wielozmiennej analizy wariancji odrzucona zostata hipoteza
ogoblna o braku r6znic migdzy wektorami $rednich poszczegélnych linii DH. Obliczone, ze
wzgledu na wyzej wymienione 4 cechy, kwadraty odlegtosci Mahalanobisa przedstawia tabela
2. Odlegtosci te stanowig pierwszy etap obliczen w procesie grupowania obiektow.

Tabela 2
Odleglosci Mahalanobisa miedzy liniami DH
Mahalanobis distances between DH lines
Odlegtos$ci Mahalanobisa — Mahalanobis distances
i=)
G=) 1 2 3 4 5 6

2 15,3
3 33,2 36,2
4 22,4 1,3 38,2
5 16,7 3,1 27,5 6,4
6 1,4 25,0 40,8 33,4 27,7
7 1,4 19,0 41,2 25,9 21,6 2,1

Poniewaz min D?; = 1,3 (dla pary obiektow 2 i 4) < D%0s = 11,39 zatem obiekty 2 i 4
tworzg jeden obiekt tgczny (o numerze 2) o srednich wartosciach cech: 7,5, 18,2, 5,2, 44,3
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i liczbie replikacji r = 6. W etapie pierwszym wyrdzniono grupe obejmujaca obiekty 2 i 4.
Obiekty niepogrupowane: 1, 3, 5, 6. 7

Etap 2. Obliczamy ponownie odlegltosci Mahalanobisa migdzy obiektami uwzgled-
niajgc fakt dotgczenia obiektu nr 4 do obiektu 2.

Odlegtos$ci Mahalanobisa — Mahalanobis distances

=)
3

(=) 1 2 4 5 6
2 15,3
3 332 36,8
4 - -
5 16,7 4.4 27,5 -
6 14 28,9 40,8 - 27,7
7 14 22,2 412 - 21,6 2.1

Poniewaz min D%*; = 1.4 (dla par obiektow 1, 7) <D?%,s = 11,39 zatem obiekty 1 i7
tworzg jeden obiekt tgczny (o numerze 1) o Srednich wartos$ciach cech: 9,1, 24,0 4,6, 44,1
i liczbie replikacji r = 6.0znacza to, ze obliczenia w etapie drugim pozwolily wyr6zni¢
grupy:

— grupa 1: obiekty 2, 4
— grupa 2: obiekty 1, 7

Obiekty niepogrupowane: 3, 5, 6.

Etap 3. Obliczamy odleglosci Mahalanobisa migdzy dwoma obiektami tgcznymi
(grupami 1 i 2) oraz obiektami 3, 51 6.

Odlegtos$ci Mahalanobisa — Mahalanobis distances
i=)
3

(i=) 1 2 4 5 6
2 20,0
3 36,9 36,8
4 - R _
5 18,8 44 27,5 -
6 14 28,9 40,8 - 27,7
7 - - - - -

Poniewaz min D?; = 1,4 (dla par obiektow 1 i 6) <D% s = 8,54 zatem obiekty 1, 71 6
tworzg jeden obiekt tgczny (grupe o numerze 1) o srednich warto$ciach cech: 9,3, 25,0, 4,6,
44,0 1 liczbie replikacji r = 9. Obliczenia w etapie 3 pozwolity wyrozni¢ grupy:

— grupa 1: obiekty 2, 4
— grupa 2: obiekty 1,7, 6

Obiekty niepogrupowane: 3, 5.

Etap 4. Obliczamy odleglosci Mahalanobisa mi¢dzy dwoma obiektami tgcznymi
(grupami 1 i 2) oraz obiektami 3 1 5.
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Odlegtos$ci Mahalanobisa — Mahalanobis distances

i=)

(i=) 1 2 3 4 5 6
2 22,6
3 37,9 36,8
4 - - -
5 214 44 27,5-
6 - - -
7

Poniewaz min D?; = 4,4 (dla par obiektow 2 i 5) <D?%)s = 8,54 zatem obiekt nr 5 zostat
dotaczony do grupy 2 utworzonej z obiektow 2 i 4, ktorej aktualne $rednie warto$ci cech
sa nastgpujace: 7,5, 18,7, 5,0, 44,7 przy liczbie replikacji r = 9. W wyniku obliczen
wykonanych w etapie 4 utworzono nast¢pujace grupy obiektow:

— grupa 1: obiekty 2,4, 5
— grupa 2: obiekty 1,7, 6

Obiekt niepogrupowany: obiekt 3

Etap 5. Obliczamy odleglosci Mahalanobisa miedzy dwoma obiektami tgcznymi
(grupami 1 i 2) oraz obiektem nr 3.

Odlegtos$ci Mahalanobisa — Mahalanobis distances

=)
3

(=) 1 2 4 5 6
2 22,6
3 37,9 32,7
4 - -
5
6
7

Poniewaz min D%; = 22,6 (dla par obiektow 1 i 2) >D? s = 3,80 zatem obiekt 3 tworzy
roztgczng grupe i proces grupowania zostaje zakonczony. W rezultacie obowigzujacy jest
wynik grupowania polegajacy na utworzeniu 3 grup jednorodnych o nastepujacym sktadzie
obiektow:

— grupa 1: obiekty 2, 4, 5
— grupa 2: obiekty 1,716,
— grupa 3:obiekt 3.

3.2 Grupowanie obiektéw dla poszczegolnych cech

Dhugo$¢ tuszezyny

Test F w analizie wariancji: F =8.635> F 5 =2.85

Hipoteza Hy zostata odrzucona

Skiad grup o
jednorodnych Srednia
1,7.6 9.3

23,54 75
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Liczba nasion
Test F w analizie wariancji: F = 5,172 > Fo 05 = 2,85
Hipoteza Hy zostata odrzucona

Sktad grup ‘ .
jednorodnych Srednia
1,3.6,7 25,2
2,5, 4 18,7

Masa tysiaca nasion
Test F w analizie wariancji:

F=2276< Fo.05 = 2.85

Hipoteza Hy o braku rdéznic migdzy $rednimi nie zostata odrzucona

Zawartos$¢ thuszczu

Test F w analizie wariancji:

F=1.708 < Foos =2.85

Hipoteza Hy o braku réznic migdzy $rednimi nie zostata odrzucona

Identyczne podziaty obiektéw na grupy jednorodne uzyskano dla kazdej cechy stosujac
metodg Gabriela (1964) wykorzystujaca procedure testow jednoczesnych.

WNIOSKI

1. Wyro6znienie grup jednorodnych za pomocg opisanej w pracy metody grupowania
moze sta¢ si¢ dodatkowg informacjg i uzupelieniem wynikéw testowania istotnosci
okreslonych kontrastow dotyczacych par obiektow i grup obiektow.

2. Szczegolnym przypadkiem proponowanej metody grupowania jest mozliwos$é
wykorzystania jako miary wielocechowego podobienstwa obiektow -odleglosé
Euklidesa zamiast odleglosci Mahalanobisa. Proces grupowania przebiega w sposob

analogiczny do opisanego wyzej, jednakze bez mozliwosci testowania odlegtosci D; .

Jest to réwnoznaczne z brakiem kryterium, ktére pozwolitoby zatrzymac proces
laczenia obiektéw w grupy.

3. Przy laczeniu obiektow w proponowanej metodzie mozna stosowaé réozne metody
analizy skupien, takie jak metoda najblizszego sgsiedztwa, metoda mediany, metoda
sredniej grupowej, metoda Srodka ciezkosci, czy tez metoda Warda (Lance, Williams,
1967; Wishart, 1969; Karonski, Calinski, 1973).

4. Dla oszacowanych odleglosci Mahalanobisa moga by¢ wykorzystane wartosci
krytyczne przy stosowaniu jednoczesnej procedury testowej oparte na tescie Rao lub
tescie Roya.

5. Zastosowanie jako kryterium grupowania tej samej funkcji testowej dla obiektow
wielocechowych (p > 1) ijednocechowych (p = 1) daje mozliwo$¢ bardziej
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obiektywnego poroéwnania wynikow uzyskanych dla wyzej wymienionych
przypadkow.
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