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O testowaniu jednorodnosci wspotczynnikow
zmiennoscl®

On testing the homogeneity of coefficients of variation

Omawiany jest przyblizony test dla badania jednorodnosci wspotczynnikéw zmiennosci, podany
przez Bennetta (1976). Do testowania hipotezy zerowej o rownosci k wspdtczynnikow zmiennos$ci
proponowana jest statystyka. Z posiadajaca przyblizony rozktad y? z (k-1) stopniami swobody. Sposoh
testowania rownosci wspolczynnikow zmienno$ci uzupelniony jest o informacje dotyczace
przydatnosci testu w roznych sytuacjach praktycznych, uzyskane na podstawie przeprowadzonych
badan symulacyjnych.

Stowa kluczowe: obszar krytyczny, statystyka Z, wariancja, wspotczynnik zmienno$ci

An approximate test for homogeneity of coefficients of variation given by Bennett (1976) is
described. The approximate Z statistic for testing the null hypothesis of homogeneity for k coefficients
of variation is proposed. It is approximately distributed as %2 with (k-1) degrees of freedom. Additional
information concerning usefulness of the Z test in different practical situations, obtained on the basis
of simulation study, is also given.
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WSTEP

W wielu problemach genetyki ilosciowej dotyczacych charakterystyki badanych
populacji, obok miar polozenia takich jak $rednia arytmetyczna, mediana czy wartosé
modalna, wykorzystywane sa miary rozproszenia (dyspersji), sposrod ktorych odchylenie
standardowe, wariancja i wspotczynnik zmienno$ci naleza do najczgéciej stosowanych.
Powszechnie praktykowane jest podawanie $rednich arytmetycznych i odchylenia stan-
dardowego lub wariancji dla opisu populacji o rozktadzie normalnym. Czesto jednak
oprocz poréwnywania $rednich dla tych populacji konieczne jest porownanie wariancji.
Nie stwarza zadnego problemu poréwnanie zmiennosci dwu populacji pod wzgledem tej
samej cechy. Stosowany jest wowczas test F bedacy ilorazem ocen wariancji wyznaczo-
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nych na podstawie obserwacji w probach opisujacych badane populacje. Mozliwe jest
takze porownanie zmiennos$ci wigkszej liczby populacji, ktorych obserwacje dotycza
jednej cechy. Pomocny moze okaza¢ si¢ wtym wypadku test Bartletta weryfikujacy
hipoteze o réwnosci wariancji k populacji normalnych. Szczegotowy opis tego testu mozna
znalez¢ migdzy innymi w podrecznikach Elandt (1964) i Grenia (1987). Jesli jednak celem
bytoby okre$lenie iporéwnanie zmiennosci populacji pod wzgledem réznych cech,
najlepsza miara wydaje si¢ by¢ wspdlczynnik zmiennoSci wyrazany zazwyczaj
w procentach. Powstaje pytanie, czy tak jak w przypadku wariancji, mozliwe jest
testowanie rownosci wspolczynnikdw zmienno$ci. Przyblizony test dla jednorodnos$ci
wspotczynnikow zmiennosci zostat zaproponowany przez Bennetta (1976). W pracy
omoOwiony jest sposOb testowania rownos$ci wspdtczynnikow zmiennosci, a takze
przeprowadzone jest, poprzez obliczenia symulacyjne, badanie wptywu liczby obserwacji
oraz liczby porownywanych wspotczynnikow zmienno$ci na wynik testowania.

APROKSYMACYJINY TEST DLA JEDNORODNOSCI WSPOLCZYNNIKOW ZMIENNOSCI

Omoéwimy ponizej sposob testowania jednorodnosci wspotczynnikéw zmiennosci
zaproponowany przez Bennetta (1976).

WezZmy pod uwage k prob niezaleznych o liczebnos$ciach ni, na,...,n« pobranych z k
populacji normalnych N(ui, 6%).

Oznaczmy przez CVi = i/, (1> 0), wspotczynnik zmiennosci dla i-tej populacji (i =
1, 2,...K). Wowczas testowang hipoteze zerowg Ho 0 jednorodno$ci wspotczynnikow
zmiennos$ci mozemy zapisa¢ nastepujgco:

Ho: CV1=CV,=...=CV=CV = const.

Hipoteze alternatywng Hi jest brak rownosci wspotczynnikow zmiennosci dla co
najmniej dwdch populacji. W celu przeprowadzenia weryfikacji hipotezy Ho wprowa-
dzamy nast¢pujgce oznaczenia:

PIrZ€Z Xy, Xy, Xigses Xy, . — OkresSlmy zbior obserwacji z proby dla populacji Xi, przez

Xop Xag1 Xogseos Xy, — 2ZDIOF obserwacji z proby dla populacji Xz, wreszcie przez:
Xt X2s Xar++s Xy - — ZDIOT Obserwacii z proby dla populacji X«.

Niech ponadto n = ni1 + np +...+ n¢ oznacza sum¢ wszystkich obserwacji, wielko$¢
X, :iixﬁ — drednig z préby dla i-tej populacji,
N =

natomiast s? = Lli(xij -X )2 — wariancje z proby dla i-tej populaciji.
n- - j:l

Wowczas:

S, . . . . L. . - .
z, =— — jest oceng wspolczynnika zmiennosci z proby dla i-tej populacji.
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Odpowiednig statystyka dla testowania hipotezy Ho jest statystyka Z postaci:

Z“: nz’ nz’
—~1+ 72 k 1+ 77
Z=(n-kK)logs2=—"1->"(n -1)lo i

(n=k)logy-=— Zl( gy <1

majaca przyblizony rozktad ¥2 z (k-1) stopniami swobody.
Hipoteze Ho 0 jednorodnosci wspotczynnikow zmienno$ci odrzucamy na poziomie
istotnosci a, jesli:

Z > Zs;k—l '

WYNIKI BADAN SYMULACYINYCH

W celu sprawdzenia przydatnosci testu Z w rdznych sytuacjach praktycznych oraz
okreslenia wptywu liczby porownywanych populacji k iliczebnosci obserwacji ni na
jednorodno$¢ wspdtczynnikéw zmiennosci odpowiadajacych wspomnianym populacjom,
wykonano badania symulacyjne. Testowanie hipotezy Ho przeprowadzono na poziomach
istotnosci a. = 0,05, a = 0,01 i o = 0,001 dla wszystkich mozliwych kombinacji k = 2,
3,..,20 oraz n; = 10, 20....,100 przy statej réznicy d (%) migdzy poszczegdlnymi
wspotczynnikami zmienno$ci wynoszacej 1%, 2%, 3%, 4%, 5%, 10%, 15% i 20%.
Wartos$ci statystyki Z, wyliczone byly dla kazdego k i kazdego ni dotyczyty zbioréw CV;
rozpoczynajacych si¢ od wspodtczynnika zmiennosci rownego 1% z krokiem r = 5%.

Ponizej podajemy wybrane przyktady obliczen symulacyjnych.

Przykiad 1

Testowanie na poziomie istotno$ci o = 0,01 jednorodnosci dwoch wspotczynnikow
zmiennos$ci (Ho : CV1 = CV») roézniacych sie o 5% przy liczebnosciach prob wynoszacych
70. Mamy zatem:
k=2;n1=n2=70;d=5%; r=>5%;a=0,01.

Krok 1. CV1 =1%,CV;, = 6%, Z = 67,386** — Hy odrzucona
Krok 2. CV1 = 6%,CV: = 11%, Z = 10,258** — H, odrzucona
Krok 3. CV1 = 11%,CV2 = 16%, Z = 3,971 — Ho nieodrzucona
X20,01; 1= 6,635.

Przyklad 2

Testowanie na poziomie istotno$ci o = 0,01 jednorodnosci trzech wspotczynnikow
zmienno$ci (Ho : CV1 = CV2 = CV3) rdéznigeych si¢ o 10% przy liczebnosciach prob
wynoszgcych 90. Mamy zatem:
k=3;n:=n2=n3=290; d=10%; r =5%; o = 0,01
Krok 1. CV1 = 1%, CV, = 11%, CV3 = 21%, Z = 184,198** — Hy odrzucona
Krok 2. CV1 = 6%, CV, = 16%, CVs = 26%, Z = 62,708** — Hy odrzucona
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Krok 3. CV1 = 11%, CV; = 21%, CV3 = 31%, Z = 33,655** — Hyodrzucona
Krok 4. CV1= 16%, CV2 = 26%, CV3 = 36%, Z = 20,712** — H, odrzucona
Krok 5. CV1 = 21%, CV2 = 31%, CV3 = 41%, Z = 13,740** — H, odrzucona
Krok 6. CV1 = 26%, CV, = 36%, CV3 = 46%, Z = 9,564** — H, odrzucona
Krok 7. CV1 = 31%, CV, =41%, CV3: =51%, Z = 6,884 — Hg nieodrzucona
Y0012 = 9,210.

Przyklad 3

Testowanie na poziomie istotnos$ci o = 0,05, jednorodno$ci trzech wspotczynnikow
zmienno$ci (Ho : CV1 = CV2 = CV3) roznigcych si¢ 0 20% przy liczebnosciach prob
wynoszacych 30. Mamy wigc:
k=3; n1=nz=n3=30; d=20%; r =5%; o = 0,05.

Krok 1. CV1 = 1%,CV:2 = 21%, CV3 = 41%, Z = 75,260* — Ho odrzucona
Krok 2. CV1 = 6%,CV: = 26%, CV3 = 46%, Z = 32,458* — Ho odrzucona
Krok 3. CV1 = 11%,CV;, = 31%, CV3 =51%, Z = 20,033* — Ho odrzucona
Krok 4. CV1 = 16%,CV; = 36%, CV3 = 56%, Z = 13,564* — H odrzucona
Krok 5. CV1 = 21%,CV2 = 41%, CV3 = 61%, Z = 9,636* — Ho odrzucona
Krok 6. CV1 = 26%,CV, = 46%, CV3 = 66%, Z = 7,059* — Hy odrzucona
Krok 7. CV1 = 31%,CV, = 51%, CV3 = 71%, Z = 5,285 — Hy nieodrzucona
X20,05; 2= 5,991.

Przyklad 4

Testowanie na poziomie istotnosci oo = 0,05 jednorodnos$ci czterech wspotczynnikow
zmiennoS$ci (Ho : CV1 = CV2 = CV3 = CVy) réznigcych si¢ o 15% przy liczebnosciach prob
wynoszacych 20. Mamy zatem:
k=4;n1=n2=n3=n4=20; d=15%; r =5%; oo = 0,05.

Krok 1. CV1 = 1%, CV2 = 16%, CV3 = 31%, CV4 = 46%, Z = 54,023* — Ho odrzucona
Krok 2. CV1 = 6%, CV2 = 21%, CV3 = 36%, CV4 = 51%, Z = 24,613* — Ho odrzucona
Krok 3. CV1 = 11%, CV, = 26%, CV3 = 41%, CV4 = 56%, Z = 15,766* — Ho odrzucona
Krok 4. CV1 = 16%, CV, = 31%, CV3 = 46%, CV4 = 61%, Z = 10,720* — Ho odrzucona
Krok 5. CV1 = 21%, CV. = 36%, CV3 = 51%, CV4 = 66%, Z = 7,706 — Ho nieodrzucona
XZ 0,05;2 = 7,815.

Wyniki badan symulacyjnych mozna takze przedstawi¢ graficznie wyznaczajac dla
réznych zbiorow wspotczynnikéw zmiennosci pewne obszary krytyczne, tzn. obszary,
w ktorych zbiory k wspotczynnikoéw zmienno$ci nie sg jednorodne. Gorne granice tych
obszardw sg wyznaczone dla kolejnych n; = 10, 20,...,100 poprzez testowanie hipotezy
0 jednorodnos$ci k wspotezynnikdéw zmiennosci, z krokiem r = 5%, poczynajac od CV; =
1% do momentu gdy warto$¢ statystyki Z nie przekroczy wartosci krytycznej y%o,0s: k1.
Wowczas warto$¢ najnizszego wspotczynnika zmiennosci w zbiorze k wspotczynnikow
jednorodnych okresla gorng granicg obszaru dla danego k. Rysunek 1 przedstawia ,,obszary
krytyczne niejednorodnosci” k (= 2, 4, 6 i 8) wspotczynnikéw zmiennosci (réznigcych sie
0 statg wielko$¢ d = 5%), wyznaczone przy poziomie istotnosci o = 0,05.
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Rys. 1. Obszary krytyczne o niejednorodnosci k (= 2, 4, 6, 8) wspotczynnikéw zmiennosci (rézniacych
si¢ o stalg wielko$¢ d = 5%), wyznaczone przy poziomie istotnosci 0,05
Fig. 1. Critical areas of unhomogeneity of k (= 2, 4, 6, 8) coefficients of variation (with the difference
d = 5%), obtained at the significance level 0.05

WNIOSKI

1. Przy zachowaniu statych liczb obserwacji n;, statej réznicy d miedzy sasiadujgcymi
wspotczynnikami zmiennosci i statej liczbie k wspotczynnikéw zmienno$ci, prawdo-
podobienstwo, ze stanowi¢ one beda zbior jednorodny wzrasta wraz ze wzrostem
warto$ci porownywanych wspotczynnikow.

2. Przy statych liczbach obserwacji n;, statej réznicy d oraz takich samych minimalnych
wartos$ciach wspolczynnikow zmiennosci w danym zbiorze, prawdopodobienstwo, ze
zbior k wspoétczynnikoéw zmienno$ci bedzie jednorodny maleje wraz ze wzrostem
liczby k.

3. Przy stalej liczbie k populacji, statej roznicy d i ustalonej warto$ci najmniejszego
W zbiorze wspotczynnika zmiennos$ci, prawdopodobienstwo, ze zbior bedzie jedno-
rodny maleje wraz ze wzrostem liczb obserwacji ni.
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